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Gli infinitesimi ed il linguaggio della natura

Prima di entrare nel vivo dell’argomento,

vorrei esporre il mio punto di vista epistemologico riguardo alla
matematica non-archimedea
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Gli infinitesimi ed il linguaggio della natura

Prima di entrare nel vivo dell’argomento,

vorrei esporre il mio punto di vista epistemologico riguardo alla
matematica non-archimedea

ed in particolare all’ANS

Ma voglio partire da lontano.
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Pitagora

Tutto e numero.
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Russell

Non so di nessun altro uomo che abbia avuto altrettanta influenza nella
sfera del pensiero
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Russell

Non so di nessun altro uomo che abbia avuto altrettanta influenza nella
sfera del pensiero

L’intera concezione di un mondo eterno rivelato all’intelletto, ma non ai
sensi, deriva da lui.
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Russell

Non so di nessun altro uomo che abbia avuto altrettanta influenza nella
sfera del pensiero

L’intera concezione di un mondo eterno rivelato all’intelletto, ma non ai
sensi, deriva da lui. Se non fosse per lui, i Cristiani non avrebbero pensato
a Cristo come al Verbo,; se non fosse per lui i teologi non avrebbero
cercato prove logiche di Dio e dell'immortalita.
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Russell

Non so di nessun altro uomo che abbia avuto altrettanta influenza nella
sfera del pensiero

L’intera concezione di un mondo eterno rivelato all’intelletto, ma non ai
sensi, deriva da lui. Se non fosse per lui, i Cristiani non avrebbero pensato
a Cristo come al Verbo,; se non fosse per lui i teologi non avrebbero
cercato prove logiche di Dio e dell'immortalita.

Bertrand Russell, Storia della filosofia occidentale, (1948)

Vieri Benci () Gli infinitesimi in Natura September 27, 2017 4 /48



Se non fosse per lui, la scienza moderna, basata sulla matematica,
forse non sarebbe nata.
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Se non fosse per lui, la scienza moderna, basata sulla matematica,
forse non sarebbe nata.

Ma forse non & vero: esiste un altro uomo che forse ha influenzato la
nostra civilta piu di Pitagora:
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esplicite.

Platone: molte idee che in Pitagora erano implicite sono diventate
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Schema generale della scienza occidentale

La SCIENZA (occidentale) ¢ essenzialmente platonica.

Q le "verita scientifiche" non riguardano oggetti concreti ma

ENTI TEORICI
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Schema generale della scienza occidentale

La SCIENZA (occidentale) ¢ essenzialmente platonica.

@ le "verita scientifiche" non riguardano oggetti concreti ma

ENTI TEORICI

@ le teorie scientifiche hanno una struttura deduttiva

| ASSIOMI o PRINCIPI ]|

Y
[ENUNCIATI SCIENTIFICI |
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Schema generale della scienza occidentale

La SCIENZA (occidentale) ¢ essenzialmente platonica.

@ le "verita scientifiche" non riguardano oggetti concreti ma

ENTI TEORICI

@ le teorie scientifiche hanno una struttura deduttiva

| ASSIOMI o PRINCIPI|

g
|[ENUNCIATI SCIENTIFICI |

© vi sono "regole di interpretazione" che permettono di stabilire una
corrispondenza tra

ENUNCIATI SCIENTIFICI e FENOMENI

che determinano la validita e I'applicabilita di una teoria oppure la
falsificano.
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Dunque la scienza si basa su concetti astratti e in particlare sulla
matematica. Questi concetti sono idee che vivono in un mondo ideale
(iperuranio).
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Dunque la scienza si basa su concetti astratti e in particlare sulla
matematica. Questi concetti sono idee che vivono in un mondo ideale
(iperuranio).

La cosa sorprendente & che operando con questi concetti si riesce ad avere
un grande controllo sul mondo della materia.
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Dunque la scienza si basa su concetti astratti e in particlare sulla
matematica. Questi concetti sono idee che vivono in un mondo ideale
(iperuranio).

La cosa sorprendente & che operando con questi concetti si riesce ad avere
un grande controllo sul mondo della materia.

Questa non & una cosa scontata, anche so talvolta ci appare ovvia.
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Galileo
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Galileo

La filosofia é scritta in questo grandissimo libro che continuamente ci sta
aperto innanzi a gli occhi (io dico I'universo), ma non si pué intendere se
prima non s'impara a intender la lingua, e conoscer i caratteri, ne’ quali é
scritto.
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Galileo

La filosofia é scritta in questo grandissimo libro che continuamente ci sta
aperto innanzi a gli occhi (io dico I'universo), ma non si pué intendere se
prima non s'impara a intender la lingua, e conoscer i caratteri, ne’ quali é
scritto. Egli é scritto in lingua matematica, e i caratteri son triangoli,
cerchi, numeri infiniti ed infinitesimi ed altri oggetti matematici, senza i
quali mezzi é impossibile a intenderne umanamente parola; senza questi é
un aggirarsi vanamente per un oscuro laberinto.

Galileo Galilei, Il Saggiatore (1623), Cap. VI
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Galileo

La filosofia é scritta in questo grandissimo libro che continuamente ci sta
aperto innanzi a gli occhi (io dico I'universo), ma non si pué intendere se
prima non s'impara a intender la lingua, e conoscer i caratteri, ne’ quali é
scritto. Egli é scritto in lingua matematica, e i caratteri son triangoli,
cerchi, numeri infiniti ed infinitesimi ed altri oggetti matematici,
senza i quali mezzi é impossibile a intenderne umanamente parola; senza
questi € un aggirarsi vanamente per un oscuro laberinto.

Galileo Galilei, Il Saggiatore (1623), Cap. VI
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Gli infinitesimi nelle scienze empiriche

Assumiamo il punto di vista Galileano ovvero che

"la matematica é il linguaggio della natura"
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Gli infinitesimi nelle scienze empiriche

Assumiamo il punto di vista Galileano ovvero che

"la matematica é il linguaggio della natura"

e vediamo alcuni fenomeni che non possono essere descritti (facilmente)
senza |'uso di infinitesimi.
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La matematica come linguaggio della natura

| numeri reali sono una buona approssimazione dei numeri decimali
finiti......
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| numeri reali sono una buona approssimazione dei numeri decimali
finiti......

| numeri infinitesimi sono una buona approssimazione dei numeri piccoli.
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La matematica come linguaggio della natura

| numeri reali sono una buona approssimazione dei numeri decimali
finiti......

| numeri infinitesimi sono una buona approssimazione dei numeri piccoli.

| numeri reali, non sono piu reali di quanto non lo siano i numetri
infinitesimi
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La matematica come linguaggio della natura

| numeri reali sono una buona approssimazione dei numeri decimali
finiti......

| numeri infinitesimi sono una buona approssimazione dei numeri piccoli.

| numeri reali, non sono piu reali di quanto non lo siano i numetri
infinitesimi o i numeri complessi
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La matematica come linguaggio della natura

| numeri reali sono una buona approssimazione dei numeri decimali
finiti......

| numeri infinitesimi sono una buona approssimazione dei numeri piccoli.

| numeri reali, non sono piu reali di quanto non lo siano i numetri
infinitesimi o i numeri complessi, o qualunque altro oggetto matematico.
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O forse in tutto cio c'é qualcosa di piti profondo....
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O forse in tutto cio c'é qualcosa di piti profondo....

Ma la discussione di cio ci porterebbe lontano dall'oggetto di questo
seminario.
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O forse in tutto cio c'é qualcosa di piti profondo....

Ma la discussione di cio ci porterebbe lontano dall'oggetto di questo
seminario.

Dunque, accettiamo (provvisoriamente - per questo seminario) un punto di

vista pragmatico e veniamo all'oggetto principale di questo seminario:
I'uso degli infinitesimi nelle scienze naturali.
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O forse in tutto cio c'é qualcosa di piti profondo....

Ma la discussione di cio ci porterebbe lontano dall'oggetto di questo
seminario.

Dunque, accettiamo (provvisoriamente - per questo seminario) un punto di
vista pragmatico e veniamo all'oggetto principale di questo seminario:

I'uso degli infinitesimi nelle scienze naturali.

In particolare nel calcolo delle probabilita.
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Calcolo delle probabilita

La scelta del calcolo delle probabilita & stata determinata da diversi motivi:
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La scelta del calcolo delle probabilita & stata determinata da diversi motivi:

@ in primo luogo il calcolo delle probabilita viene utilizzato praticamente
in ogni dominio della Scienza,
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Calcolo delle probabilita

La scelta del calcolo delle probabilita & stata determinata da diversi motivi:

@ in primo luogo il calcolo delle probabilita viene utilizzato praticamente
in ogni dominio della Scienza,

@ in secondo luogo perché il dibattito scientifico e filosofico sull'uso
degli infinitesimi in quasto campo attualmente & assai vivace
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Calcolo delle probabilita

La scelta del calcolo delle probabilita & stata determinata da diversi motivi:

@ in primo luogo il calcolo delle probabilita viene utilizzato praticamente
in ogni dominio della Scienza,

@ in secondo luogo perché il dibattito scientifico e filosofico sull'uso
degli infinitesimi in quasto campo attualmente & assai vivace

@ ma soprattutto perché si possono trattare esempi significativi con
tecniche estremamente semplici e che possono essere usate in una
scuola superiore.
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Calcolo delle probabilita

DEFINIZIONI DI
PROBABILITA’

* CLASSICA (Laplace)

* SOGGETTIVA (De Finetti)

* FREQUENTISTA (Von Mises)
* ASSIOMATICA (Kolmogorov)
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Calcolo delle probabilita

Limiti del calcolo delle probabilita basato sugli assiomi di Kolmogorov
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Calcolo delle probabilita

Limiti del calcolo delle probabilita basato sugli assiomi di Kolmogorov

Gli assiomi di Kolmogorov immergono il calcolo delle probabilita nella
teoria della misura.
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Calcolo delle probabilita

Limiti del calcolo delle probabilita basato sugli assiomi di Kolmogorov

Gli assiomi di Kolmogorov immergono il calcolo delle probabilita nella
teoria della misura. Dunque spesso, capita lo spiacevole fatto di incontrare
insiemi (eventi) di misura nulla.
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Insiemi di misura nulla

Nella teoria della misura, gli insiemi di misura nulla sono legittimi:
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Insiemi di misura nulla

Nella teoria della misura, gli insiemi di misura nulla sono legittimi: e.g. un
meridiano terrestre ha superficie 0.
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Insiemi di misura nulla

Nella teoria della misura, gli insiemi di misura nulla sono legittimi: e.g. un
meridiano terrestre ha superficie 0.

Ma nel calcolo della probabilita, gli eventi di probabilita nulla sono a dir
poco imbarazzanti.
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poco imbarazzanti.
Infatti non possono essere interpretati come eventi impossibili.
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Insiemi di misura nulla

Nella teoria della misura, gli insiemi di misura nulla sono legittimi: e.g. un
meridiano terrestre ha superficie 0.

Ma nel calcolo della probabilita, gli eventi di probabilita nulla sono a dir

poco imbarazzanti.
Infatti non possono essere interpretati come eventi impossibili.

Vediamo un esempio: supponiamo che un meteorite cada sulla terra
colpendo un punto con probabilita proporzionale alla superficie.
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Insiemi di misura nulla

Nella teoria della misura, gli insiemi di misura nulla sono legittimi: e.g. un
meridiano terrestre ha superficie 0.

Ma nel calcolo della probabilita, gli eventi di probabilita nulla sono a dir
poco imbarazzanti.
Infatti non possono essere interpretati come eventi impossibili.

Vediamo un esempio: supponiamo che un meteorite cada sulla terra
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ad una certa longitudine, ovvero colpisce un certo meridiano rappresentato
da un insieme/evento di probabilita nulla.
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Insiemi di misura nulla

Nella teoria della misura, gli insiemi di misura nulla sono legittimi: e.g. un
meridiano terrestre ha superficie 0.

Ma nel calcolo della probabilita, gli eventi di probabilita nulla sono a dir
poco imbarazzanti.
Infatti non possono essere interpretati come eventi impossibili.

Vediamo un esempio: supponiamo che un meteorite cada sulla terra
colpendo un punto con probabilita proporzionale alla superficie. Esso cadra
ad una certa longitudine, ovvero colpisce un certo meridiano rappresentato
da un insieme/evento di probabilita nulla.

Dunque gli eventi di probabilita nulla rappresentano eventi molto rari.
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Insiemi di misura nulla

Nella teoria della misura, gli insiemi di misura nulla sono legittimi: e.g. un
meridiano terrestre ha superficie 0.

Ma nel calcolo della probabilita, gli eventi di probabilita nulla sono a dir
poco imbarazzanti.
Infatti non possono essere interpretati come eventi impossibili.

Vediamo un esempio: supponiamo che un meteorite cada sulla terra
colpendo un punto con probabilita proporzionale alla superficie. Esso cadra
ad una certa longitudine, ovvero colpisce un certo meridiano rappresentato
da un insieme/evento di probabilita nulla.

Dunque gli eventi di probabilita nulla rappresentano eventi molto rari. Ma
non impossibili.
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Insiemi di misura nulla

Nella teoria della misura, gli insiemi di misura nulla sono legittimi: e.g. un
meridiano terrestre ha superficie 0.

Ma nel calcolo della probabilita, gli eventi di probabilita nulla sono a dir
poco imbarazzanti.
Infatti non possono essere interpretati come eventi impossibili.

Vediamo un esempio: supponiamo che un meteorite cada sulla terra
colpendo un punto con probabilita proporzionale alla superficie. Esso cadra
ad una certa longitudine, ovvero colpisce un certo meridiano rappresentato
da un insieme/evento di probabilita nulla.

Dunque gli eventi di probabilita nulla rappresentano eventi molto rari. Ma
non impossibili. Ma tutto questo porta dei guai.

Vieri Benci () Gli infinitesimi in Natura September 27, 2017 17 / 48



Conseguenze tecniche di tutto ciod

Se un meteorite é caduto alla longitudine di 11°E, qual’é la probabilita che
sia caduto entro un raggio di 100 Km. da Firenze.
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Il nostro problema e risolto dalla probabilita condizionata

P(ANB)

PA1B) = =55
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Il nostro problema e risolto dalla probabilita condizionata

P(ANB)

PA1B) = =55

Nel nostro caso,

B = {un meteorite & caduto alla longitudine di 11°E}

AN B = {un meteorite & caduto alla longitudine di 11°E
in un raggio di 100 Km. da Firenze.}
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Il nostro problema e risolto dalla probabilita condizionata

P(A N B)
P(A|B) = —————~.
Nel nostro caso,

B = {un meteorite & caduto alla longitudine di 11°E}

AN B = {un meteorite & caduto alla longitudine di 11°E
in un raggio di 100 Km. da Firenze.}

sono eventi di probabilita nulla, e dunque tutto cio, nel calcolo delle
probabilitd kolmogoroviano, non ha senso.
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Il nostro problema e risolto dalla probabilita condizionata

P(ANB)

PA1B) = =55

Nel nostro caso,

B = {un meteorite & caduto alla longitudine di 11°E}

AN B = {un meteorite & caduto alla longitudine di 11°E
in un raggio di 100 Km. da Firenze.}

sono eventi di probabilita nulla, e dunque tutto cio, nel calcolo delle
probabilitd kolmogoroviano, non ha senso.

0

0

& un numero proibito da tutte le leggi!!!
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Assiomi della probabilita non archimedea

o (NAPQO) Domain and range. The events are the subsets of () and
the probability is a function

P:P(Q)—R

where R is an ordered field.
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o (NAPQO) Domain and range. The events are the subsets of () and
the probability is a function

P:P(Q)—R

where R is an ordered field.
o (NAP1) Regularity. P(@) =0 and YA€ P (Q)\ {2},

P(A) >0
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Assiomi della probabilita non archimedea

o (NAPQO) Domain and range. The events are the subsets of () and
the probability is a function

P:P(Q)—R

where R is an ordered field.
o (NAP1) Regularity. P(@) =0 and YA€ P (Q)\ {2},

P(A) >0

e (NAP2) Normalization.
P(Q) =1
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Assiomi della probabilita non archimedea

o (NAPQO) Domain and range. The events are the subsets of () and
the probability is a function

P:P(Q)—R

where R is an ordered field.
o (NAP1) Regularity. P(@) =0 and YA€ P (Q)\ {2},

P(A) >0
e (NAP2) Normalization.
P(Q) =1
o (NAP3) Additivity. I/f A and B are events and AN B = &, then
P(AUB) = P(A) 4+ P(B)
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Assiomi della probabilita non archimedea

o (NAPQO) Domain and range. The events are the subsets of () and
the probability is a function

P:P(Q)—R

where R is an ordered field.
o (NAP1) Regularity. P(@) =0 and YA€ P (Q)\ {2},

P(A) >0
e (NAP2) Normalization.
P(Q) =1
o (NAP3) Additivity. I/f A and B are events and AN B = &, then
P(AUB) = P(A) 4+ P(B)

NB: Ci sono solo due piccole differenze con gli assiomi di Kolmogorov.
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Assiomi della probabilita non archimedea

o (NAPQO) Domain and range. The events are the subsets of () and
the probability is a function

P:P(Q)—R
where R is an ordered field.
o (NAP1) Regularity. P(@) =0 and YA€ P (Q)\ {2},
P(A) >0
e (NAP2) Normalization.
P(Q) =1
o (NAP3) Additivity. I/f A and B are events and AN B = &, then
P(AUB) = P(A) 4+ P(B)

NB: Ci sono solo due piccole differenze con gli assiomi di Kolmogorov.
Inoltre manca |'assioma di continuita, ma questo fatto lo discuteremo in

seguito.
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Questi assiomi implicano che, in generale, YR deve essere un campo non
archimedeo.
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Questi assiomi implicano che, in generale, YR deve essere un campo non
archimedeo.

Esempio: Lotteria di De Finetti ((Q = IN)
Vediamo perché R non pud essere archimedeo.
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Questi assiomi implicano che, in generale, YR deve essere un campo non
archimedeo.

Esempio: Lotteria di De Finetti ((Q = IN)
Vediamo perché R non pud essere archimedeo.
Per I'assioma di regolarita (NAP2)

P({1}) =¢>0
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Questi assiomi implicano che, in generale, YR deve essere un campo non
archimedeo.

Esempio: Lotteria di De Finetti ((Q = IN)
Vediamo perché R non pud essere archimedeo.
Per I'assioma di regolarita (NAP2)

P({1})=¢e>0
Se ¢ € IR, allora, per la proprieta di Archimede, IN € IN tale che

eN > 1;
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Questi assiomi implicano che, in generale, YR deve essere un campo non
archimedeo.

Esempio: Lotteria di De Finetti ((Q = IN)
Vediamo perché R non pud essere archimedeo.
Per I'assioma di regolarita (NAP2)

P({1})=¢e>0
Se ¢ € IR, allora, per la proprieta di Archimede, IN € IN tale che
eN > 1;

ma allora
P({1,2,3,....,N}) =¢eN >1

contraddicendo |'assioma di normalizzazione che implica che la probabilita
di un evento & compresa tra 0 ed 1.
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Se () ha la potenza superiore al numerabile, allora R deve essere
necessariamente non Archimedeo, anche se la probabilita non & equa.
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Se () ha la potenza superiore al numerabile, allora R deve essere
necessariamente non Archimedeo, anche se la probabilita non & equa.

Infatti non esiste alcuna nozione di serie in cui si pud sommare una infinita
non-numerabile di addendi.
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La costruzione di una teoria delle probabilita

Uno spazio di probabilta & definito dalla coppia (Q2, w) ove Q) & lo spazio
degli eventi e

w:0Q —>RT

¢ la funzione "probabilita relativa".
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La costruzione di una teoria delle probabilita

Uno spazio di probabilta & definito dalla coppia (Q2, w) ove Q) & lo spazio
degli eventi e

w:0Q —>RT

¢ la funzione "probabilita relativa".
Il rapporto
w(x)

w(y)

dice di quanto I'evento {x} & pit probabile (pid frequente, ha maggior
grado di fiducia etc....) dell'evento {y}.
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La costruzione di una teoria delle probabilita

Uno spazio di probabilta & definito dalla coppia (Q2, w) ove Q) & lo spazio
degli eventi e

w:Q —RT
¢ la funzione "probabilita relativa".
Il rapporto
w(x)
w(y)

dice di quanto I'evento {x} & pit probabile (pid frequente, ha maggior
grado di fiducia etc....) dell'evento {y}.

Dunque, la probabilita di un evento A é definita del seguente numero
P(A) _ ZUJEA w ((U)

 Locow (@)
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Quanto detto & la costruzione banale di uno spazio probabilita quando () &
finito.
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Quanto detto & la costruzione banale di uno spazio probabilita quando () &
finito.

Quando Q) ¢ infinito tutto cid & altrettanto banale
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Quanto detto & la costruzione banale di uno spazio probabilita quando () &

finito.
Quando () ¢ infinito tutto cio & altrettanto banale
purché si accettino le somme infinite

e quindi
numeri infiniti
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La somma infinita

L'idea di somma infinita & alquanto naturale e non presenta grossi
problemi filosofici,
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L'idea di somma infinita & alquanto naturale e non presenta grossi
problemi filosofici, ma presenta problemi tecnici.
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La somma infinita

L'idea di somma infinita & alquanto naturale e non presenta grossi
problemi filosofici, ma presenta problemi tecnici. Per esempio si consideri

Y (-1)f=1-141-141-14+1—-1+....
k
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La somma infinita

L'idea di somma infinita & alquanto naturale e non presenta grossi
problemi filosofici, ma presenta problemi tecnici. Per esempio si consideri

Y (-1)f=1-141-141-14+1—-1+....
k

Applicando la proprietad associativa si ha:

1-1)+(1-1)+(1-1)+(1=1) .. =0+0+0+0+..... =0
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La somma infinita

L'idea di somma infinita & alquanto naturale e non presenta grossi
problemi filosofici, ma presenta problemi tecnici. Per esempio si consideri

Y (-1)f=1-141-141-14+1—-1+....
k

Applicando la proprietad associativa si ha:
1-1)+1-1)+1-1)4+(1-1)+.... =04+0+0+0+...... =0
ma applicando la proprieta associativa in modo diverso, si ha anche

I+ (-14+1)+(-14+1)+(-1+1)+...... =14+0+0+0+...=1
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La somma transfinita

Pertanto, se vogliamo trattare numericamente certi problemi sembra
naturale introdurre un nuovo algoritmo detto somma transfinita che
formalizza mediante regole precise la generica nozione di somma infinita.
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La somma transfinita

Tale somma verra indicata nel seguente modo:

Y

keA

ove A € un insieme di indici e gli ay sono numeri in un campo non
archimedeo contennte i numeri reali che denoteremo con E.
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La somma transfinita

Tale somma verra indicata nel seguente modo:

Y

keA

ove A € un insieme di indici e gli ay sono numeri in un campo non
archimedeo contennte i numeri reali che denoteremo con E.

Si deve supporre A C U, ovvero che l'insieme degli indici sia un
sottoinsieme U che supporremo fissato una volta per tutte.
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La somma transfinita

La nozione di somma transfinita non coincide con la nozione di serie anche
quando gli addendi sono numeri naturali;
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La somma transfinita

La nozione di somma transfinita non coincide con la nozione di serie anche
quando gli addendi sono numeri naturali; per evidenziare la loro differenza
useremo simboli diversi;

) 2

keA
per le somma transfinite;

oo
)
k=0

per le serie usuali quando saranno introdotte.
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La somma transfinita

L'operazione "somma transfinita" & governata dalle seguenti regole:
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La somma transfinita

L'operazione "somma transfinita" & governata dalle seguenti regole:

@ Qualunque siano gli a, € E, la somma transfinita & ben definita e
denota un numero in E.
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La somma transfinita

L'operazione "somma transfinita" & governata dalle seguenti regole:

@ Qualunque siano gli a, € E, la somma transfinita & ben definita e
denota un numero in E.

@ Se ax = 0 tranne un numero finito di termini, allora la somma
transfinita coincide con la somma usuale
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La somma transfinita

L'operazione "somma transfinita" & governata dalle seguenti regole:

@ Qualunque siano gli a, € E, la somma transfinita & ben definita e
denota un numero in E.

@ Se ax = 0 tranne un numero finito di termini, allora la somma
transfinita coincide con la somma usuale

Q (Xkeaak) + (Lkea bk) = Xkea (ak + by)
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La somma transfinita

L'operazione "somma transfinita" & governata dalle seguenti regole:
@ Qualunque siano gli a, € E, la somma transfinita & ben definita e
denota un numero in E.

@ Se ax = 0 tranne un numero finito di termini, allora la somma
transfinita coincide con la somma usuale

QO (Tkeaak) + (Tkea bk) = Lkea (ak + bk)
Q (Lkeaax)  (Lhes bn) = Lk.nyeaxs akbn
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La somma transfinita

L'operazione "somma transfinita" & governata dalle seguenti regole:
@ Qualunque siano gli a, € E, la somma transfinita & ben definita e
denota un numero in E.

@ Se ax = 0 tranne un numero finito di termini, allora la somma
transfinita coincide con la somma usuale

QO (Tkeaak) + (Tkea bk) = Lkea (ak + bk)
Q (Lkeaax)  (Lhes bn) = Lk.nyeaxs akbn

© se per ogni insieme finito F C A sufficientemente grande
p<Yicrak <q, (p,qg€R) allora

p<) a<gq
keA
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| numeri euclidei

L'insieme [E definito dagli assiomi precedenti si chiama campo non
archimedeo chiamato

campo dei numeri euclidei
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Sorpresal
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Sorpresal

| numeri euclidei sono un campo iperreale!!!
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Sorpresal

| numeri euclidei sono un campo iperreale!!!

Ma forse questa sorpresa dovevamo aspettarcela.......
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Cerchiamo adesso di familiarizzarci con I'idea di somma transfinita. La
cosa piu semplice che puo venire in mente & quella di sommare un po’ di
|I1I| e IIOII.
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Cerchiamo adesso di familiarizzarci con I'idea di somma transfinita. La
cosa piu semplice che puo venire in mente & quella di sommare un po’ di
|I1I| e IIOII.

Per formalizzare questo fatto risulta utile definire la funzione indicatrice di
un sottoinsieme £ C U:

1 se ke E
Xf(k)_{o se k¢ E.
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La numerosita di un sottoinsieme dei naturali

Per ogni insieme infinito E si puo definire il numero infinito

n(E) =} x.(k)

kelN

detto numerosita di E. Se E & un insieme finito, la sua numerosita
corrisponde al numero degli elementi di E.
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La numerosita di un sottoinsieme dei naturali

Per ogni insieme infinito E si puo definire il numero infinito

n(E) =} x.(k)

kelN

detto numerosita di E. Se E & un insieme finito, la sua numerosita
corrisponde al numero degli elementi di E. Altrimenti il numero n(E) & un
numero infinito che "generalizza" la precedente nozione.
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Il numero omega

[l numero infinito pit significativo &

w:= Y x,(k).

kelN

che si ottiene sommando tanti "uno" quanti sono i numeri naturali.
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Il numero omega

[l numero infinito pit significativo &

w:= Y x,(k).

kelN
che si ottiene sommando tanti "uno" quanti sono i numeri naturali.
Il simbolo w é lo stesso che viene usato per denotare il numero ordinale

relativo al tipo d’'ordine di IN. Questo fatto & voluto, in quanto le due
nozioni, procedendo nella teoria, possono essere identificate.
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[l risultato di una somma infinita

Pero bisogna fare attenzione; in generale una somma infinita non da un
ordinale: per esempio dalle regole della somma si deduce che

Y x (k) =w—1.

keIN+t

ove NT =1{1,2,3,...}.
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[l risultato di una somma infinita

Si hanno i seguenti risultati:

ove P ={2,4,6,8,...} & l'insieme dei numeri naturali pari positivi.
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[l risultato di una somma infinita

Si hanno i seguenti risultati:

ove D ={1,3,5,7,...} & l'insieme dei numeri naturali pari negativi.
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La numerosita di un prodotto

Come ci aspettiamo si ha che

n(N x N) = w?
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La numerosita di un prodotto

Come ci aspettiamo si ha che

n(N x N) = w?
Infatti
n(NxN) = Y. Xen (ki h)
(k,h)EAX B
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La numerosita di un prodotto
Come ci aspettiamo si ha che

n(INxN) =
Infatti

n(NxN) = ) xo(kh)= Y x.(k - x.h
(k,h)EAXB (k,h)EAXB
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La numerosita di un prodotto
Come ci aspettiamo si ha che

n(INxN) =
Infatti

n(NxN) = ) xo(kh)= Y x.(k - x.h
(k,h)EAXB (k,h)EAXB

- (k;AXN(kO : <h;;XN(h)>
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La numerosita di un prodotto

Come ci aspettiamo si ha che

n(INxN) =
Infatti

n(NxN) = ) xo(kh)= Y x.(k - x.h
(k,h)EAXB (k,h)EAXB

Vieri Benci () Gli infinitesimi in Natura September 27, 2017 37 / 48



La probabilita non archimedea

Dunque, abbiamo questa caratterizzazione della NAP

ove

N=Y w(w).

¢ il fattore di normalizzazione
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Probabilita equa

Si dice che uno spazio di probabilta (QQ, w) definisce una probabilta equa
se w & costante [e.g. w(w) =1, YVw € Q).
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Probabilita equa

Si dice che uno spazio di probabilta (QQ, w) definisce una probabilta equa
se w & costante [e.g. w(w) =1, YVw € Q).
In questo caso abbiamo che
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Probabilita equa

La probabilita di un evento & dato da il rapporto tra il numero dei casi

favorevoli n(A) ed il numero di tutti i casi possibili n(€)) - purche
equiprobabili

Vieri Benci () Gli infinitesimi in Natura September 27, 2017 40 / 48



Probabilita equa

La probabilita di un evento & dato da il rapporto tra il numero dei casi
favorevoli n(A) ed il numero di tutti i casi possibili n(€)) - purche
equiprobabili (la vecchia, cara e tautologica definizione classica di Laplace).

Vieri Benci ()

Gli infinitesimi in Natura

September 27, 2017 40 / 48



La lotteria di De Finetti

La lotteria di De Finetti & una lotteria equa avente una infinitd numerabile
di biglietti.
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La lotteria di De Finetti

La lotteria di De Finetti & una lotteria equa avente una infinitd numerabile
di biglietti.

Essa rappresenta un modello che non puo essere descritto dalla probabilita
Kolmogoroviana.
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La lotteria di De Finetti

La lotteria di De Finetti & una lotteria equa avente una infinitd numerabile
di biglietti.

Essa rappresenta un modello che non puo essere descritto dalla probabilita
Kolmogoroviana.

In questo caso abbiamo

QO=N={0123}
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La lotteria di De Finetti

La lotteria di De Finetti & una lotteria equa avente una infinitd numerabile
di biglietti.

Essa rappresenta un modello che non puo essere descritto dalla probabilita
Kolmogoroviana.

In questo caso abbiamo

QO=N={0123}

Dunque
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La lotteria di De Finetti

La lotteria di De Finetti & una lotteria equa avente una infinitd numerabile

di biglietti.

Essa rappresenta un modello che non puo essere descritto dalla probabilita

Kolmogoroviana.
In questo caso abbiamo

QO=N={0123}

Dunque
n(A) _ n(A)
P(A) = =
(4) n(IN) w
Per esempio se A = {1,2,3}
n(A) 3
P(A) = = — ~0.
(4) n(N) w
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Problemini

Problem

Qual’é la probabilita che alla lotteria di De Finetti esca un numero pari?

&
ASNCANE

Problem Analysis Solution
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Problemini

Problem
Qual’é la probabilita che alla lotteria di De Finetti esca un numero pari?

il
a8

S\ !

Problem Analysis  Solution

B %11
w w 2w 27

Questo & proprio |'esempio che De Finetti usava per criticare la probabilita
Kolmogoroviana incapace di modellizzare questo problema.
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Problemini

Problem

Qual’é la probabilita che al primo colpo esca il numero 1 e al secondo
colpo esca il numero 27
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Problemini

Problem

Qual’é la probabilita che al primo colpo esca il numero 1 e al secondo
colpo esca il numero 27

La probabilita P(E) sara
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Problemini

Problem

Qual’é la probabilita che al primo colpo esca il numero 1 e al secondo
colpo esca il numero 27

La probabilita P(E) sara

1

1
w w—1
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Problemini

Problem

Qual’é la probabilita che al primo colpo esca il numero 1 e al secondo
colpo esca il numero 27

La probabilita P(E) sara

1 1 1
w w-1 Ww-w
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Problemini

Problem

Qual’é la probabilita che esca il numero 1, sapendo dall’oracolo che uscira
uno dei primi 10 numeri?
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Problemini

Problem

Qual’é la probabilita che esca il numero 1, sapendo dall’oracolo che uscira
uno dei primi 10 numeri?

La probabilita condizionata P({1}]{0,1,2,3,...,9}) & data da

PU1}{0.1.2.3...9}) = P{1})

{0,1,2,3,..,9})
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Problemini

Problem

Qual’é la probabilita che esca il numero 1, sapendo dall’oracolo che uscira
uno dei primi 10 numeri?

La probabilita condizionata P({1}]{0,1,2,3,...,9}) & data da

P({1}]{0,1,2,3,..,9}) = P({O,T,(g{,li)___,g}) N

glsle
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Problemini

Problem

Qual’é la probabilita che esca il numero 1, sapendo dall’oracolo che uscira
uno dei primi 10 numeri?

La probabilita condizionata P({1}]{0,1,2,3,...,9}) & data da

P({1}]{0,1,2,3,...,9}) = P({O,T,g{,l;)__ﬁ}) B

glsle
[
o
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Problemini

Problem

Qual’é la probabilita che esca il numero 1, sapendo dall’oracolo che uscira
uno dei primi 10 numeri?

La probabilita condizionata P({1}]{0,1,2,3,...,9}) & data da

P({1}]{0,1,2,3,...,9}) = P({O,T,g{,l;)__ﬂ}) B

glsle
|
[
o

Si osservi che questo esempio suggerisce anche come si puo trattare il
problema del satellite:

0

o € proibito, ma 1§ ¢ legittimo.

=
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Un semplice problema di elettrostatica

Sia () una scatola il cui contorno ha potenzale elettrostatico 0.
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Un semplice problema di elettrostatica

Sia () una scatola il cui contorno ha potenzale elettrostatico 0.

In Q) vi mettiamo un punto materiale carico P
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Un semplice problema di elettrostatica

Sia () una scatola il cui contorno ha potenzale elettrostatico 0.

In Q) vi mettiamo un punto materiale carico P (che potrebbe modellizzare
ad esempio un elettrone).
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Un semplice problema di elettrostatica

Sia () una scatola il cui contorno ha potenzale elettrostatico 0.

In Q) vi mettiamo un punto materiale carico P (che potrebbe modellizzare
ad esempio un elettrone).

Supponiamo che sia libero di muoversi.
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Un semplice problema di elettrostatica

Sia () una scatola il cui contorno ha potenzale elettrostatico 0.

In Q) vi mettiamo un punto materiale carico P (che potrebbe modellizzare
ad esempio un elettrone).

Supponiamo che sia libero di muoversi.

Vogliamo conoscere il punto Py che il punto materiale andra ad occupare.
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Modelizziamo il problema!!!

Dato il punto materiale P € (), si considera il problema di Dirichlet

—Au=46p for x € Q)
u(x) =0 for x € 90

ove u denota il potenziale elettrostatico
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Modelizziamo il problema!!!

Dato il punto materiale P € (), si considera il problema di Dirichlet

—Au=46p for x € Q)
u(x) =0 for x € 90

ove u denota il potenziale elettrostatico
Denotiamo con up la soluzione del problema e con

1 1
E.i(up) = (6p, u>—§/|VuP|2dx: 5/[Vu,:|2dx

la sua energia.
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Modelizziamo il problema!!!

Dato il punto materiale P € (), si considera il problema di Dirichlet

—Au=46p for x € Q)
u(x) =0 for x € 90

ove u denota il potenziale elettrostatico
Denotiamo con up la soluzione del problema e con

1

1
Eulup) = (3p, u) — 5 [ |Vup|2dx = 5/[Vu,:|2dx

la sua energia.
Il punto cercato Py ¢ il punto che minimizza I'energia:

in E
iy Ealer)
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Modelizziamo il problema!!!

Dato il punto materiale P € (), si considera il problema di Dirichlet

—Au=46p for x € Q)
u(x) =0 for x € 90

ove u denota il potenziale elettrostatico
Denotiamo con up la soluzione del problema e con

1

1
Eulup) = (3p, u) — 5 [ |Vup|2dx = 5/[Vu,:|2dx

la sua energia.
Il punto cercato Py ¢ il punto che minimizza I'energia:

in E
iy Ealer)

Ma nella matematica archimedea, niente di tutto cio ha senso poiché
I'energia & 400 (o indefinita se P € 9Q).
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Grazie per la vostra attenzione!
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